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Introduction

Les processus de branchement sont des modéles probabilistes de biologie. Ces derniers peuvent par
exemple décrire 1’évolution aléatoire d’une population, ou bien la propagation d’une épidémie. Dans
les modéles présentés ici, les individus donnent naissance a une descendance de maniére aléatoire, mais
selon une loi de probabilité connue. Le modéle le plus classique est celui des processus de Galton-
Watson, introduit au 19e siécle, que 'on étudiera dans un premier temps. La construction d’un espace
de probabilité d’arbres aléatoires apparait au 20e siécle, parfois due a Neveu, parfois a Ulam et Harris,
et permet de mieux comprendre certains résultats sur ces processus. En particulier, le théoréme de
Kesten et Stigum se montre & l'aide d’une technique de « décomposition épinale », expliquée dans la
seconde partie. Cette méthode, présentée initialement par Lyons, Pemantle et Peres dans un article
de 1995 (|[RLP95]) a lavantage de se généraliser & des modéles plus complexes, comme ceux décrits
en derniére partie : les processus de Crump-Mode-Jagers. Ce modéle est plus réaliste que celui de
Galton-Watson, mais plus complexe a étudier. On donnera un formalisme d’arbres aléatoires dans ce
contexte, avant de restreindre I’ensemble des processus étudiés aux processus de CMJ « markoviens en

age ».



1 Processus de Galton-Watson

Une grande partie des résultats présentés dans cette section vient du livre « Recueil de Modéles
Aléatoires »[CM18] de Djalil Chafai et Florent Malrieu.

1.1 Deéfinition

On fixe (2, A, P) un espace probabilisé. Sauf mention du contraire, les variables aléatoires présentées
dans cette partie seront définies sur €.

Dans cette section, nous allons présenter un modéle probabiliste discret de dynamique des popula-
tions. Partons d’un groupe d’individus, et imaginons qu’ils donnent naissance indépendamment les uns
des autres & un nombre aléatoire d’enfants, suivant la méme mesure de probabilité P =, _\ pid;, puis
meurent. Appelons ces individus la génération 0, et leurs enfants la génération 1. On peut recommencer
le processus pour chaque individu de la génération 1, et obtenir la génération 2, et ainsi de suite. Les
processus de Galton-Watson modélisent ce genre de situation, ou les générations sont séparées. Il est
important de noter que les individus ne se reproduisent pas entre eux, mais donnent bien naissance

tous seuls a des enfants (on parle de reproduction asexuée), et une seule fois dans leur vie.

e w

Définition 1.1 (Processus de Galton-Watson). Soient Zy, (X, k)n,k>1 des variables aléatoires
réelles indépendantes, & valeur dans N; et telles que les (X, x)n,k>1 sont iid. de loi P. On

définit le processus de Galton-Watson (Z,,)nen de loi de reproduction P comme suit :

Z

VR >0,Znp1 =Y Xni1k
k=1

\. J

Remarque. On note Z = (Z,)nen le processus, et Z (*) Jorsque la taille de la population initiale n’est

pas aléatoire, c’est-a-dire Zy = x, pour un entier x.

Dans notre modéle, Zy correspond a la taille de la population initiale, et Z,, au nombre d’individus
de la génération n. X, 41 représente quant a lui le nombre d’enfants du k-iéme individu de la géné-
ration n. On s’autorise donc & numéroter les individus de la génération n de maniére arbitraire, qui
n’importe pas dans la valeur de Z, car on les additionne. Enfin, on suit la convention ) ;. = 0, afin
que si Z, =0, alors Z,,11 =0 (il n’y a plus d’individus pour faire des enfants!).

On peut visualiser une évolution possible de la population par un arbre (Figure 1). Dans ce cas,
Zy = 3,71 = 6, Zy = 7. Remarquons que ce n’est pas le seul arbre qui donne ces valeurs pour Zy, Z1, Zs.

Un formalisme plus approfondi sur les arbres sera introduit dans la partie 2.

Proposition 1.1. La suite (Z,)nen est une chaine de Markov, et pour tout n > 0, (Xp41,5)k>1 est

indépendante de Z,.

Démonstration. On pose :
f o+ NxNV  — N

(n, (Ug)i>1) > Dop_q U



FIGURE 1 — En noir la génération 0, en rouge la 1, et en bleu la 2.

Si on munit NNV de la tribu cylindrique, et N de la tribu discréte, alors f est mesurable. On pose pour
tout n > 1, X, = (X,x)r>1. Observons alors que pour tout n > 1, Z,, = f(Z,—1,X,). Ainsi, Z, =
F(f(Zn—o, X01),Xn) = ... = f(..(f(Z0), X1),...X}) := Fo.(Zo, X1, ..., Xp), o F,, est mesurable. Or,
par hypothése, X, ;1 est indépendante de (Zy, X1, ..., X,,) donc aussi de Z,,. On a de méme que X, ;
est indépendante de Zy, k < n.

Vérifions désormais que (Z,)nen est bien une chaine de Markov. On se donne ay, ..., a,+1 € N. On

a alors :

P(Zn+1 = an+1|Z0 = aop, 7Zn = an) = P(f(a,n,Xn+1) = an+1\Z0 = aop, 7Zn = C(,n)

N

(f(an, Xn+1) = an+1) par indépendance entre X, 11 et Zo, ...

(Zn+1 = an+1|Zn = an)~
O

Proposition 1.2 (Propriété de branchement). Soient Z®), ZW) deux processus de Galton-Watson
indépendants, de méme loi de reproduction P. Alors la somme Z*) + ZW) est un processus de Galton-
Watson, de loi de reproduction P et de valeur initiale x + y. En particulier, on a pour tout n > 0
légalité :

Loi(Z® 4+ ZW) = Loi(Z).

Démonstration. On pose (X k)n.k>1 €t (Yo k)nk>1 deux suites 1.i.d., suivant chacune les hypothéses
de la Définition 1.1.
Pour tout n € N :

(z) (v  _ S z»
Zn+1 + Zn+1 - Zz‘:n1 Xn+1,i + Zj§1 Yn+1,j
28+ 23
= k=1 W1k

o Wyt = Xpt1 81 k < Zr(f), et Y, 41 sinon. La famille de variables aléatoires (Wi, k)n x>1 €st
bien i.i.d. et indépendante de (Z(®) 4+ Z¥))y = x + y, car c’est une constante. O



Proposition 1.3. Soient Z, Z®) deux processus de Galton-Watson. Alors pour tout n > 0
Loi(Z,|Zy = x) = Loi(Z\™).

Démonstration. En effet, pour tout y € N, par indépendance entre Zy et (X,,)m>1, P(Zn = y|Zy =
) = P(Fo(Zo, X1, s X)) = y| Zo = 2) = P(Fu(z, X1, ..., Xp) = y) = P(Z{") = y). O

Ainsi, si on veut étudier la loi d’un processus de Galton-Watson, on peut commencer par considérer
la loi du méme processus, mais avec une valeur initiale fixée (ou conditionnée) a 1. On supposera donc
dans toute la suite que Zy; = 1. On fixe aussi la loi de reproduction P, et on note sa moyenne

m=3,50ipi =E(X11) €Ry, et 0 =V(X1,1) € Ry sa variance, lorsque m est finie.

Proposition 1.4. Sim est finie, alors pour tout n > 0, E(Z,,11|Z,,) = mZ,. De plus,
1. E(Z,) =m"

2, n—1(m"—1) ;
o‘m — sim#1

no? sinon

2. Si o? est finie, V(Z,) = {

Démonstration. Pour tout n > 0, E(Z,41|Z,) = Zf;l E(Xn+1,%Z,) = mZ, par indépendance.

En prenant I’espérance des deux cotés, on obtient E(Z,, 1) = mE(Z,), et donc par récurrence E(Z,,) =

n

m™.
Pour la variance, on a :
Zny Zn
Zy =Y Xoiw+ D XepiaXase
k=1 ke b=1,k£¢
D’ou,
Zn
ElZ)11Zn] = ZTLE[X721+1,1] + E[Xn+1,k)E[Xn41,]
k,b=1,k£¢
Z’Vl
= Z’”«E[X’?L—‘rl,l} + Z E[XnJrLl]2 = ZnE[szH-l,ﬂ + (2721 - Zn)E[Xn+1.,1]2
kyf=1,k£L
= Zn,0% + Z2m?.
Donc :
V(Zni1) = m"o? +V(Zp)m? + m?"m? — m?" Y = Vv(Z,)m? + m"o?.
Sim =1, on a alors V(Z,,) = V(Z,_1) + 0% = ... = no?. Sinon, par récurrence on a :

m" —1 9 mnrtl — 1
y=0o"m"'—

V(Zyi1) =m"a*(1+m p—



1.2 Limite d’un processus de Galton-Watson

On s’intéresse maintenant & I’évolution du processus Z au cours des générations. On souhaiterait
notamment savoir si le nombre d’individus de la population va devenir nul, s’il peut se stabiliser autour
d’une certaine valeur, s’il explose...

Lorsque m est finie, on a déja une indication sur ce qu’il peut se passer grace au calcul de E(Z,,) =
m”™, qui tend vers 0, +0o0 ou 1. On imagine facilement qu’il y a peu de scénarios différents pour la
population.

On introduit le temps d’arrét suivant, appelé temps d’extinction :
T = inf{n > 0|Z,, = 0}.

C’est le premier temps ot la population s’éteint. Notons qu’il vaut 400 lorsque la population survit a

toute génération. Nous allons également nous intéresser a la probabilité d’extinction de la population :
z=P(T < +00).

ps
On commence par exclure le cas py = 0, qui impliquerai que Z,,41 > Z,, et donc x = 0. On traite
séparément le cas ou pg + p; = 1. Dans ce cas, P(T =n) = p?_lpo. Donc T suit une loi géométrique,
et est alors fini presque stirement. C’est-a-dire que x = 1. On suppose désormais que py + p1 < 1 et
po > 0.

Le premier résultat est le suivant :

Théoréme 1.1. Presque sidrement, ou bien la population s’éteint, ou bien elle explose. C’est-
a-dire :
P{Z, — +x}U{Z, — 0}) = 1.

De plus, on a les égalités suivantes :
{Z, — +oo} B{T = +o0},

{Z, — 0} = {T < 4o0}.

\ J

Autrement dit, il n’y a que deux cas possibles pour notre population. Ainsi, par exemple, les scéna-
rios ot le nombre d’individu se stabilise ou tourne autour d’une valeur strictement positive n’arrivent

pas; ou plutot peuvent arriver, mais avec probabilité 0.

Démonstration. La preuve utilise le fait que Z est une chaine de Markov. 0 est un état absorbant, donc
récurrent, et sa classe de récurrence est juste {0}. Nous allons montrer que tous les autres états sont
transitoires.
Soit z > 0, alors :

P(Z1 =0/Zy=2) =P(X11=0,.... X3, =0) =p5.

Si z était récurrent, alors comme p§ > 0, il serait dans la méme classe de récurrence que 0, donc ce

serait 0, ce qui est impossible. Donc z est transitoire.



Or, la chaine ne visite presque stirement qu'un nombre fini de fois chaque état transitoire. Il nous

reste donc (presque stirement) deux alternatives :
1. La chaine se fait absorber par ’état 0, et donc Z,, — 0.

2. La chaine ne se fait pas absorber par 0, mais elle ne peut visiter qu'un nombre fini de fois chaque

intervalle borné de N, donc elle tend vers 'infini.

Comme Z est une suite entiére, on a pour tout w €  :
Znw) — 0 <= In>0,Z,(w) =0 <= T(w) < +o0.

On a donc la seconde égalité. Pour la premiére on remarque que, pour tout w € Q tel que Z,,(w) —
+00, alors Zj(w) n’est jamais nul, quelque soit entier k. Donc T'(w) = oo, et {Z,, — 400} C {T =
+oo}.

Réciproquement, si T'(w) = oo, alors Z,(w) ne tend pas vers 0. Donc on a :
{T =40} N{Z, » +0} C{Z, » 0} Nn{Z,, » +o0}.

D’oit I'inclusion presque stire réciproque. O

Selon la loi de reproduction P choisie, nous allons voir que x prend des valeurs différentes. En par-
ticulier, si on s’intéresse a la moyenne m de la loi, on a un critére efficace pour décrire le comportement
de notre processus.

Tout d’abord, nous introduisons la notion de fonction génératrice :

Définition 1.2 (Fonction génératrice). Soit X une variable aléatoire réelle positive. On définit la

fonction génératrice de X par :
g : [0,1]] — R4
s — E(s%).

Remarque. 1. Pour tout s € [0,1], w — s¥ («) est une application mesurable positive et inférieure

ou égale a 1. Elle donc intégrable, méme lorsque X ne 'est pas.

2. Dans notre cas, on note g la fonction génératrice de X 1, qui vaut pour tout s € [0,1] :

400 )
g9(s) = Zpisz-
=0

On reconnait une série entiére, donc comme g(1) = 1 < +o0, on sait que g(s) est fini lorsque

s € [0,1]. De plus, g est C* sur |0, 1], et on peut dériver terme & terme.

L’utilité des fonctions génératrices dans ce cadre vient de la proposition suivante :
Proposition 1.5. Pour tout n > 0, on note g, la fonction génératrice de Z,. On a alors :

on

gn=gogo..og=g



Démonstration. On fait la preuve par récurrence. On remarque que les cas n = 0 et n = 1 sont couverts

par 'hypothése Zy = 1, et car Z; ~ P. Pour I’hérédité, on a pour tout n >0 :

Gn+1(s) = E[s” ] = E[E[s71|Z,]].

Or,
Zn
Els? 1 Z,) = E[] [ s *12n) = E[H(Zp, Xp41)|Z0),
k=1
ou
H : NxNV N

(z (@R)k=1) > Tliei ok

est mesurable. Comme X,,11 est indépendante de Z,, et que pour tout z :
E[H(z, Xnt1)] = g(s)”.

On a [Bre21, Chap 2] :
Els”*1|Z,] = g(s5)7".

Donc au final :

In+1(8) = gn(9(s))-

[ Proposition 1.6. z = P(T' < 4+00) est un point fize de g. ]

Démonstration. Par le Théoréme 1.1, on a que z = P(Z, — 0) = P(3In > 0,Z, = 0). Or les
événements ({Z,, = 0}),>0 forment une suite croissante d’ensembles, donc :

z= lim P(Z,=0)= lim g,(0).

n—-+00 n——+oo

Ainsi, comme g est continue :

g(z) =g( lim g,(0)) = hl}} In+1(0) = z.

n—-+oo n—-+o0o

Et x est bien un point fixe de g. O

Remarque. On peut retrouver ce résultat directement grace aux chaines de Markov. Pour une chaine de
Markov quelconque Z de matrice P sur un ensemble F, on note p(z) la probabilité d’absorption dans
une classe de récurrence Er, sachant que la chaine part de z € E. C’est a dire p(z) = P,(S < +00), ol
S =inf{n > 0,7, € Er}. Alors on a le résultat général suivant, dans le cas ou z est un état transitoire
[Bre21, Chap 6] :

p(z) =Y P(z9)p(y).

yeE



Dans notre cas, Er = {0} et S = T. Comme la chaine part de 1, on a :

p(1) =D P(1,y)p(y)-

yeN
Or, P(1,y) = P(Z1 = y|Zo = 1) = P(X1,1 = y) = py. Et par la propriété de branchement, p(y) = p(1)¥.
On retrouve bien que p(1) est un point fixe de g.

Afin d’étudier z, on s’est donc ramené & un probléme d’étude des points fixes d’une fonction.

Théoréme 1.2. Selon les valeurs de m, il y a deuzx cas possibles :
1. m <1, et alors x =1 : la population s’éteint presque sdrement.

2. m > 1, et alors 0 < x < 1 : la population s’éteint avec probabilité x, et explose avec

probabilité 1 — x.

\. J

Démonstration. Dans l'intervalle I =]0, 1], les dérivées de g sont les dérivées termes & termes. Sur I,

on a donc :
+oo

g"(s) =D k(k—1)pps*> >0,
k=2

Ainsi, g est convexe sur [0,1]. Comme pg + p; < 1, au moins un des p; (¢ > 2) est non nul, et donc

9" (s) > 0 lorsque s € I. Ainsi, g est en fait strictement convexe.

FIGURE 2 — En rouge la premiére bissectrice, et en noir deux exemples de graphes pour g.

Comme g(1) = 1, la premiére bissectrice et le graphe de g s’intersectent en (1,1). De plus, le graphe
de g a une tangente a gauche en 1, de coefficient directeur lim,_,;- ¢’(s) = m.

Sim < 1, alors sur [0, 1], la premiére bissectrice est en dessous de la tangente a gauche en 1 qui
est elle méme, par stricte convexité, strictement en dessous du graphe de g. Ainsi, le graphe de g et la

premiére bissectrice ne s’intersectent pas sur [0, 1[. Comme 2z est un point fixe dans [0, 1], alors « = 1.



Sim > 1, alors on étudie la fonction continue :

G : [0,1] — R
z  — gx)—=.

Elle est aussi strictement convexe, car g l'est, et x — —x également. Sa dérivée vaut p; —1 < 0 en 0T,
et m—1> 0en 17. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, elle s’annule en un point z( dans |0, 1.
Donc G atteint son unique minimum en ce point, et donc G est décroissante sur [z, 1] donc négative
(G(1) = 0). En particulier, elle ne s’annule qu’en un unique point dans [0, 1]. Comme m = ¢'(17) > 1,
1 est un point fixe répulsif, on ne peut pas avoir z = 1. Par conséquent, z < 1. Comme 0 n’est pas un

point fixe, on a aussi z > 0. O

Remarque. On distingue ainsi 3 cas :
1. Lorsque m < 1, on parle de cas sous-critique.
2. Lorsque m = 1, on parle de cas critique.
3. Lorsque m > 1, on parle de cas sur-critique.

Le cas sur-critique sera particuliérement étudié par la suite. Un résultat sur le cas critique est
présenté en annexe.
On suppose désormais que m est finie, ce qui nous permet d’introduire la suite de variables aléatoires
réelles :
Y, = 2|
mn

Proposition 1.7. (Y,),>0 est une martingale relativement a la filtration canonique :
Fn=00,...Yn) =0(Zo, ... Zy).

Démonstration. Elle est intégrable car m est finie (Proposition 1.4), elle est Z,-mesurable, et enfin :

ElZn+1]20, -y Zn ElZ,+1]Zn
E[Yoi1lFn] = Znl 3—1 | _El +j_|1 } car Z est une chaine de Markov.
mn mn

Donc par la Proposition 1.4 :

E[Yn+1|}—n] =
]

Proposition 1.8. La suite (Y,,)nen converge presque sirement vers une variable aléatoire Yoo inté-

grable.

Démonstration. Comme c’est martingale positive, on a directement la convergence presque stre ([Bre21,

Chap 4]) vers une variable aléatoire intégrable, que 'on note Y. O

Remarque. Bien que Y, soit intégrable, la convergence n’a pas pour autant lieu dans L'. En effet, on
aurait sinon la convergence de (E(Y},))n>0 vers E(Ys), et donc E(Y5,) = 1. Or, cette égalité n’est pas

tout le temps vraie, comme le montre le raisonnement suivant :

10



Quelque soit la valeur de m, on a toujours :
{T < +o0} C {Yx =0}. (1)

Car dés que T(w) < 400, il existe un entier n > 0 tel que Z,(w) = 0. Et donc & partir de ce rang,
Y (w) =0, et done Yoo (w) = 0.
Dans le cas ou m < 1, le Théoréme 1.2 nous montre que P(T' < +00) = 1. Combiné avec (1), on a

donc Y, = 0 presque stirement. Ainsi, E(Y,,) =0 # 1.

1.3 Cas sur-critique

Dans le cas m < 1, I'inclusion (1) est ainsi une égalité presque sire. Il est raisonnable de se demander

si cette égalité tient encore lorsque m > 1. La réponse est oui, mais sous une hypothése supplémentaire.

Proposition 1.9. On se place dans le cas sur-critiqgue (m > 1). Si E(Ys) = 1, alors on a
l’égalité presque sire :
{T < 400} = {Yo = 0}.

De plus, on a alors presque strement lalternative suivante :
1. Awvec probabilité x, Yoo = 0. La population s’éteint.

2. Avec probabilité 1 —x, Yoo > 0 et dans ce cas, Z, ~n—sto00o M Yoo presque sirement. La

population explose.

Démonstration. Pour montrer ’égalité presque stire; il nous suffit, grace a I'inclusion (1), de montrer
que ces deux événements ont méme probabilité. Pour cela, on utilise la Proposition 1.6 et le Théoréme
1.2 en montrant que P(Y,, = 0) est un point fixe de g. On a :

- Zpia
PYe0 = 0121 = 2) = P(lim, oo = 0121 = 2).

Par la Proposition 1.3, on sait que la loi de Z,; conditionnellement a I'événement {Z; = z} est la

méme que la loi de ZT(LZ), qui est par la Proposition 1.2 la méme que la loi de Z;Zl Zfll)

; (somme de 2

processus de Galton-Watson indépendants). On a donc :

z

P(Yoo = 0|21 = 2) = P(nlggoZY,f}} =0).
j=1

Or, les suites variables aléatoires (Y, ;)n>0 sont positives, donc la limite de leur somme est nulle si et

seulement si chacune de leur limite est nulle. Et donc :

P(Yoo =0[Z1 =2) = P(ﬁ{Yn,j — 0}) = P(Y,,1 — 0)* = P(Ya, = 0)°.
j=1

11



Au final, on a :

+o0 too
GP(Yoo =0)) =D P(Yoo =0[Z1 = 2)P(Z1 = 2) = Y P(Yoo = 0,21 = 2) = P(Yoe = 0).
z2=0 z=0

Maintenant, on sait par notre étude de la fonction g (Théoréme 1.2) qu'il n’y a que deux points fixes
sur [0,1] : 1 et P(T' < 00). On ne peut pas avoir P(Y,, = 0) = 1, car sinon E(Ys) = 0 # 1. Ainsi,
P(Yoo =0) = P(T < 0).

Le point 1. découle directement du raisonnement ci-dessus. Quant au point 2., on sait alors que

P(Y, >0)=1—2 > 0. Comme Y,, — Y, presque siirement, on sait que :
Yn ps

D’on,
P(ﬁ = 1Y, >0)=1
Y. o o

o0

O

La proposition suivante traite le cas ou la loi de reproduction a une variance finie, ce qui permet

de vérifier I'hypothése de la Proposition 1.9.

Proposition 1.10. Sim > 1 et 02 < +00, alors E(Ys) = 1, et donc par la Proposition 1.9,

P(Yao = 0) = P(T < +00) = z €]0, 1].

Démonstration. On utilise la formule de la variance de Z,, (Proposition 1.4) :

V(Z,) +E(Z,)? o2 m" -1 nsheo o?
E(Y?)= 22— 7 marcl BTN A
(¥ m2n + m(m—1) mn + m(m —1)

Ainsi, sup,,5q E(Y;?) < +00. Donc comme (Y,,)nen est une martingale, elle converge dans L? vers la

seule limite possible, Y. En particulier, on a la convergence des espérances, et :

E(Yo) = lim E(Y,)=1.

n—-+oo
On conclut grace a la Proposition 1.9. O

Dans le cas ot la loi P admet une variance, on a donc P(Z,, ~p,— 100 M"Y |Yoo > 0) = 1. Autrement
dit, si on ne s’intéresse qu'aux scénarios de non-extinction de la population, alors Z,, ~,, oo M"Y,
et donc la croissance est exponentielle. Dans la partie suivante, on donne une condition nécessaire et

suffisante sur la loi de reproduction pour obtenir I’'égalité presque siire :

{Yoo =0} ={T < 4o0}.
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FIGURE 3 — 60 trajectoires de Z, chacune sur 30 générations, échelle log en ordonnée

Dans tous les cas, on a quand méme , P\y_ o — ps,
log(Z,) — log(m"Yw)) fmarel)

Et donc :
log(Zy) — nlog(m) "= log(Yao) (2)

Figure 3 sont représentées des simulations de trajectoires de Z, ot la loi P est une loi géométrique
sur N de moyenne m = 1.5. En bleu, on a représenté la courbe d’équation y = m®, avec m = 1.5.

Sur cette simulation, on retrouve le fait que dans certains cas, la population s’éteint. Dans le reste
des cas, elle se stabilise sur une droite (en échelle log).

Par la formule 2, log(Y,,) correspond sur le graphique a la différence de hauteur entre les trajec-

toires et la droite bleue, d’équation y = xzlog(m).

En quelque sorte, Y., représente la partie aléatoire d’une trajectoire. Si on regarde un processus
de Galton-Watson déterministe, ot chaque individu donne naissance a m enfants, alors le nombre
d’enfants & la génération n vaut m™zg, ol 2y est le nombre d’individus dans la population initiale.
Asymptotiquement, on retrouve avec notre modéle aléatoire le modeéle déterministe associé. On peut
imaginer que Y, représente le nombre (aléatoire) d’individus dans la population initiale, qui évolue
ensuite de maniére déterministe.

Pour conclure cette partie sur les processus de Galton-Watson sur-critique, on donne un Théoréme
important, qui sera démontré dans la prochaine section. Il donne une condition nécessaire et suffisante

sur la loi de reproduction P pour avoir 1’égalité presque stre 1.

13



Théoréme 1.3. [Kesten et Stigum/ Soit (Z,)n>0 un processus de Galton-Watson sur-critique,

de loi de reproduction Loi(X). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. E[Y] =1.
2. E[XIny(X)] < 4o0.
8 {YVoo = 0} "2 {T < 400}.

Ou Iny () = max(0,In(x)), étendue par 0 en 0.

1.4 Processus avec immigration

On peut complexifier un processus de Galton-Watson en rajoutant a chaque génération des individus
en plus de ceux déja nés. Ces processus sont appelés processus de Galton-Watson avec immigration et

seront utilisés dans la suite.

g 1

Définition 1.3. Pour tout a = (an)nen € NN, on définit le processus de Galton-Watson avec

immigration a, de loi de reproduction P, par :
w .
Z=0, 2=) 79,
i=0
ot pour tout i € N, Z() est un processus de Galton-Watson de loi de reproduction P, initialisé

a Zéi) = a;. Les processus (Z);en sont supposés indépendants.

On définit la filtration G, = o(Z\",i € [0,n], k € [0,n —i]), et la tribu G = o(U, cn Gn)-

Proposition 1.11. Soit Z un processus de Galton-Watson avec immigration a = (an)nen, de loi de

reproduction sur-critique. Si

+o0 a
D < oo, (3)
n:07n”

alors (Z"> est une G, -sous-martingale qui converge presque-sirement vers une variable aléatoire
n>0

mm

intégrable.

Démonstration. Pour tout n > 0,

n+1
E[Z41/Gn] = Z E[Z,(jllfﬁgn].
i=0

Or, on a pour tout i € [0,n], E[Z(i) |Gn] = meQi. Eni=n+1,0ona Z((,m_l) = apy1, d'ol :

n+1—1i

E[Zﬁ+d|gn]::7néil+’an+l > WQZZP

14



On pose Y,, = % La suite (Y;,)n>0 est une G, -sous-martingale. Remarquons ’égalité suivante :

n

ElZ) =) E[Z")= zn: a;m™ .
=0

=0

D'on E[Y,] = Y"1 ) 2. Par I’équation 3, la sous-martingale est uniformément bornée dans Ly, donc

converge presque-siirement vers une variable aléatoire intégrable. O

On peut également imaginer qu’il y ait un nombre aléatoire d’individus immigrants a chaque

génération.

7

Définition 1.4. Pour toute suite de variables aléatoires ii.d. A = (A, )nen, on définit le

processus de Galton-Watson avec immigration A, de loi de reproduction P, par :
w .
Zo=0, Zn=Y 2.
i=0
ot pour tout i € N, Z() est un processus de Galton-Watson de loi de reproduction P, initialisé

a Zéi) = A;. Les processus (Z);cn sont supposés indépendants.

On peut alors généraliser la Proposition 1.11.

Proposition 1.12. Soit Z un processus de Galton- Watson avec immigration A, de loi de reproduction

sur-critique. St :
+oo

n ~
E — < 400 presque-sdrement,
m

n=0

alors (Yy,)n>0 converge presque-sirement vers une variable aléatoire finie presque-sirement.

Démonstration. Notons L = {lim,,—, 1 Y, < +00}; Pobjectif est de montrer que P(L) = 1.

Pour tout a = (an)neN € NN, on définit la mesure Pq,n comme suit :

n
VC € Gn, Pan(C)=P(C| [{Ar=ar}).
k=0
Cette mesure n’est donc définie que sur G,,. Néanmoins, cette famille de mesure vérifie Py ,, = (Pa,nt1)(g, =
.= (Pa,n+k)|gn' On admet qu’on peut ’étendre en une mesure P, sur G, vérifiant (Pa)\gn = Pan-

Pour tout C € G,,, on a :
P(C) = E[Pa(C)], (4)

o P4(C)=P.(C)o A. En effet,

n

P(C)= Y Pa(C)xP([{Ar = ar}).

ag,...,an €N k=0

Or, G est engendrée par le 7m-systéme J, .\ Gn. L’équation 4 reste ainsi valable sur toute la tribu

G. En C = L € G, comme Z:E) ;‘L’,ﬁ < 400 presque-siirement, on a pour presque tout w € €,

15



Paw)(L) = 1. En effet, (Zn)nen est un processus de Galton-Watson avec immigration (A, (w))nen
dans I'espace (2,G,P 4(.)). La Proposition 1.11 nous permet donc d’affirmer que P 4., (L) = 1. D’ou
P(L) = E[Pa()(L)] = 1. O

Ce critére nous permet de déterminer, selon la loi d’immigration, si (Y;,),en converge presque-

sGrement vers une limite, finie ou non. Ce critére est di 4 Seneta dans [Sen70].

Théoréme 1.4. Soit (Zn)nZO un processus de Galton-Watson avec immigration A, tel que

m €1, +o0[. Alors on a la dichotomie suivante :

1. Si Ellny (A41)] < 400, alors (Y,,)n>0 converge presque sdrement vers une variable aléa-

toire finie presque sdrement.

2. SiE[lng(A41)] = 400, alors limsupY,, = +o00 presque sirement.
n——+0o

Démonstration. On commence par montrer le premier point. Les variables aléatoires (Inj(Ag))e>1

sont i.i.d. et intégrables, donc par la loi forte des grands nombres on a la convergence presque-sire :
1 - n—-4o0o
- > g (Ag) " Eflng (Ay)).
k=1

On remarque que :

1 & I (4,) n-1 1 =2
E;hur(Ak): *fl ) 4 > Ing (Ap).

n n-—1
k=1
En faisant tendre n vers 400, on trouve :

lim I+ (4n) (4n)

n—-+oo n

=0.

En particulier, pour tout € €]0,In(m)[, et n assez grand on a presque-siirement :

An _ ne=tnGm))

mn ’

donc la série Z:::é ;i;; est presque-siirement convergente. Par la Proposition 1.12, on conclut le premier
point.
Pour le second point, on a E[ln(A41)] = 2,50 P(In4 (A1) > n) = +o00. On note B, = {Iny(A,) >

n}; et comme les (A4, ),>0 sont i.i.d. :

Z P(Bn) = Z P(in4 (A1) > n) = 4o0.

neN n>0

Les évenements (B, )nen sont indépendants, donc par le second lemme de Borel-Cantelli ([Durl9][Theorem
2.3.7]), P(B, i.0. ) = 1. Comme, pour n assez grand, Zy, > A, > In; (A,), on a bien limsupY,, =

n——+00

+00.

16



Proposition 1.13. Soit Z un processus de Galton-Watson avec immigration A. On note f la fonction

génératrice de la loi d’immigration, et g celle de la loi de reproduction. Alors, pour tout s € [0,1] :

Els7+1(G.] = f(s) x g(s)7".

Démonstration. On a pour tout s € [0,1] :

~ n+1 ) n+1 )
E[s%+11G,] = E[[] s™17,) = [] Els™he| 7,
=0 1=0

Car les (Z,r(jllii)ogign_i,_l sont indépendantes conditionnellement & F,,. Comme Z\" ™" est indépendante
de F, :

E[s711G,] = E[s%" | [ Els™ 14| Fo] = f(s) x [[ Els? - | Fu)-
i=0 =0

Pour tout i € [0,n], Z,(ZJ)rl,i

i) )
E[SZ;JA*?:‘]:”} = g(s)Zflfi. D'ou :

est la (n 4+ 1 — 4)-iéme étape d’un processus de Galton-Watson, donc

E[s”1Gu] = J(5) x g(s) =075 = [(5) x g(5)7.
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2 Arbres de Galton-Watson

2.1 Formalisme des arbres

On a vu (Figure 1) que l'on peut représenter 1’évolution d’une population dont le nombre d’indi-
vidus suit un processus de Galton-Watson par un arbre. La visualisation en arbre nous donne plus
d’informations sur la population que juste la donnée de (Z,,),>0, et nous permettra de développer une
preuve élégante du Théoréme 1.3, initialement exposée dans larticle [RLP95].

Nous allons définir un espace (2, F, P) explicitement, l'espace des arbres. Ce formalisme est tiré du
chapitre 2 du livre de Zhan Shi [Shil5], « Branching Random Walks ».

On note U = J, -, N*", avec la convention N** = {@}. C’est I'’ensemble des uplets d’entiers

strictement positifs. On définit la concaténation sur les éléments de U :
Yu = (U1, .oy Uk ), 0 = (U1, .0, U1) € U, uv 1= (Up,y ooy Ug, V1, ooey V)

avec la convention uf) = fu = u. On définit également la longueur d’un k-uplet u € Y par |u| = k. On

pose aussi |(] = 0.

~ )

Définition 2.1. Un arbre est une partie w de U vérifiant les 3 conditions suivantes :
l.0ew
2. Pour tout u € U, pour tout ¢ € N*, si wi € w alors u € w.
3. Pour tout u € w, il existe un entier N, (w) tel que, pour tout i € N* :

wi € w <= i < Ny(w).

\. J

Concrétement, si on souhaite dessiner un arbre, on note @ Iindividu initial, et on numérote les
individus de haut en bas de la maniére suivante : le i-iéme enfant de I'individu u est encodé avec

I'élément ui € U.

FIGURE 4 — Un exemple d’arbre, avec le formalisme introduit ci-dessus

La condition 1 impose qu’un arbre a un individu initial, et un seul. La seconde impose que si un
individu est dans ’arbre, alors son parent aussi. Quant a la troisiéme, elle garantit a la fois qu’un
individu a un nombre fini d’enfants, mais aussi qu’on peut les numéroter de 1 & un certain entier

N, (w), sans sauter de nombre.
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On définit I’ensemble des arbres :
0 ={w CU, w est un arbre}.

Remarquons que cet ensemble n’est pas dénombrable, car il contient P(N*). En effet, toute partie
B c P(N*) sécrit B = {b,,n > 0}, et s’encode par l'arbre, ou l'individu @ a by enfants, dont le

premier a b; enfants et les autres n’en ont pas, etc :
w={0,1,....,00,(1,1),...,(1,b1), (1,1,1), ..., (1,1, b2), ... }.
1l ne semble donc pas trés raisonnable de prendre comme tribu P(2). On pose, pour tout v € U :
O, ={w € Qu € w},

c’est-a-dire ensemble des arbres qui contiennent 'individu u. Remarquons que Qp = Q (par 1. de la
Définition 2.1). On définit la tribu suivante sur Q :

F=0(Qy,uecll).
Ainsi que la filtration (F,,)n>0, Fn = 0(Qu,u € U, Ju| < n) qui vérifie :

F=o({J Fn).

n>0

En effet, {Q,,u € U} C U, >¢Fn car pour tout u € U, Q, € Fj,. Et de plus, on a clairement
{Qu,ueld,|u] <n} C{Qy,ueld}.

Pour tout u € U, on définit la translation :

T, : Q, — Q
w +— {vel,uw e w}

T.(w) est larbre obtenu en ne gardant de w que les branches issues de u. Par exemple, sur 'arbre w

de la figure 3, on a :
Ta1y(w) =1{0,1,(1,1),(1,2),(1,3)}.

De plus, on a T, 1(Qv) = (4, entrainant que 7T, est bien mesurable pour la tribu trace de F sur §2,,.

Afin d’étudier les générations d’un arbre w, on introduit I’application :

ot (F) — (Pr(N™"),P(Pr(N*")))
w — {u € Q,ul =n}.

qui donne la n-iéme génération de w, avec la notation P;(E) pour I'ensemble des parties finies de E.
On a alors I'égalité F,, = o(z0, ..., 2n), €t les z, sont bien mesurables.

On souhaite désormais probabiliser I'espace mesurable (€2, F). La construction suivante est issue
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d’un article de Jacques Neveu [Nev86] :

Proposition 2.1. Pour tout mesure de probabilité P = ZZ:S pror sur N, il existe une unique
probabilité P sur (0, F) telle que :
1. N:= Ny~ P.
2. Pour tout entier k, conditionnellement & 'événement {N = k}, les variables aléatoires
(Ti)1<i<k sont i.i.d. de loi P.

\. J

Démonstration. On introduit un espace plus grand : Q* = N, muni de la tribu cylindrique F*, et
(résultat d’existence admis) de la mesure P* = P®Y qui coincide avec la mesure produit de P sur
les produits finis de parties de N. Un élément w* de cet espace est une suite d’entiers (w? ),y ; o0
N} (w*) == w} correspond au nombre d’enfants de I'individu v dans w*. On associe & chaque individu
u € U une descendance, sur une seule génération. Certains éléments de 2* encodent la donnée d’un
arbre comme défini précédemment (Définition 2.1), mais la plupart ne sont pas des issues possibles de

la création d’un arbre. La Figure 5 représente un exemple d’élément de Q*.

(1.1}

(10,1)

(10,2)

FIGURE 5 - Ici, wy = 3, wi =1, wi; = 2, et les autres wy, sont nuls.

On définit 'application :

G : (Q,F*P*) — (Q,F)
w* — {uel,ou(w*) < +oo},

ol pour tout u = (uy, ..., u,) € U, o, est défini par récurrence sur la longueur de u. C’est-a-dire que
ou(w*) =+oosi Nj, ., (w") <up (lorsque u n’est pas censé étre né) et vaut o(y,, . u, ;)(w*)+1
sinon. On peut voir o, comme la génération de naissance de u, qui vaut +oo lorsque u n’est pas né.
Ainsi, G(w*) est 'ensemble des individus de w* qui sont nés, et c’est bien un arbre.

On définit alors P comme étant la loi de G. Gréace a 'identité suivante :
N} = N, oG, sur G(,),

on trouve bien P(N = k) = P*(Na =k) = pp.
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Pour montrer le second point, on introduit des variables aléatoires similaires aux translations. Pour
tout i € N*, w* € O, on pose T (w*) = (wiy)vew ; Cest-a-dire que N} (T (w*)) = N (w*). Ces

translations vérifient ’identité suivante :
GoTf=TioG, sur G '({N >i});

et sont i.i.d., de loi P*. Comme elles sont indépendantes de Ny, on a, pour tous k € N, Ay, Aa, ..., Ay €
F .

k k
PI({T: € Ai},N =k =P*[[[{Ti 0 G € A;}, N o G = k]
=1 =1
k
=P[({GoT; € A}, Nj = k]
=1

k
=i [P (40
i=1

Ceci qui conclut 'existence de P.
Pour I'unicité, on suppose qu’on ait deux telles probabilités P1, Ps. Alors pour montrer qu’elles coin-
cident sur F, on peut se contenter de le montrer sur F,,, pour tout n € N. En effet, 7 = O‘(UneN n),

et [J,,en Fn est un m-systéme. De plus, on remarque que F,, = o(Il,,), o
I, = {[) 2 (A, (Ai)1<i<n C Pr(N*")} (5)

est un m-systéme. Il suffit de vérifier que Py et Py sont égales sur les événements A = {zg = ag, ..., 2, =
an}, par dénombrabilité de Py(N*"). On peut supposer que a = [J;_, a; est un arbre (sinon A = 0).
L’ensemble A est alors ’ensemble des arbres dont les n premiéres générations coincident avec a. Si on

note 7, (w) la restriction de w a ses n premiéres générations, on a alors :
A= {N = N(a),ﬂ'n_l o T1 = Tl(a), veeyTpp—1© TN(a) = TN(a)}~

Par le premier point, P1(A) = P5(A4). O

On introduit désormais les variables aléatoires entiéres Z,, : w — |z, (w)|, mesurables par compo-

sition d’applications mesurables.
Lemme 2.1. Pour toutn >0 :
Zn
Zni1=Y Z1oTyu=Y ZyoT.
UEZn i=1

De plus, pour tout s € [0,1] :
E[sZm+1|F,] = g(s)?".
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Démonstration. Les deux premiéres égalités découlent directement d’une réécriture de 2,41 :

Zngl = |_| {u.i | i < N,} = |_|{ku | u € 2z, 0Tk}

u€zn ke€z

Pour la derniére, on a pour tout s € [0,1] :

E[SZ"“|-7:n] — E[ H SZlOTu‘]:'n]'

UEzZn

Or, pour tout A = {z9 = ag, ..., zn, = an} € Fp, de probabilité non-nulle, on a :

E[J] s”"“1a] = P(A)E[ J] s#°"|A] = P(A) [] Els”"*|4],

UEzy, UEZn u€an

car les (Ty)ueca, sont indépendantes sachant A. De plus, la loi de T, sachant A est P, donc :

E[T] %7 1a) = P(A)g(s)*"| = Elg(s)7 1],

UEzZn
O

Proposition 2.2. Le processus (Z,)n>0 a la loi d’un processus de Galton-Watson initialisé en 1 et de

loi de reproduction P.

Démonstration. Pour tout B = {Zy = by, ..., Z, = b, } de probabilité non-nulle,

E[sZ"+1|B] = E[g(s)?"|B] = g(s)"".

La loi de Z, 11 sachant B est donc la méme que celle de Zn+1 sachant B = {ZO =bg, s Ly = bn}. Ou

(Zn)neN est un processus de Galton-Watson initialisé en 1 et de loi de reproduction P. O

2.2 Arbres de Galton-Watson a taille biaisée

Lorsque m est finie, on peut ainsi de nouveau introduire la martingale Y,, = %, relativement &

la filtration (F,)nen. Cette propriété est plus forte qu’étre une martingale relativement a sa filtration
canonique. On a encore la convergence presque sfire vers Y,,. De plus, pour tout n > 0, E(Y,,) =1

donc peut définir la mesure de densité Y,,. C’est & dire, pour tout A € F, :
Qn(A) :=E[14Y,].

Proposition 2.3 ([Shil5|). Il existe une mesure Q sur (2, F) telle que pour tout n € N, Q|z, = Q,.

Démonstration. Admise. On observe tout de méme que, pour tout n,m > 0, pour tout A € F,, :

Qn(A) = Qn+1(A) = e = Qn+m(A)

par la propriété de martingale. On peut ainsi définir Q(A) pour tout A dans |J Fn. Mais cela ne

neN
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garantie pas 'existence d'une telle mesure sur 7 = o (J,,cn Fn)- O

Ce changement de mesure nous permet de prouver le Théoréme 1.3 ; c’est 'objectif de cette section.
Une propriété remarquable de cette nouvelle mesure Q est que Z, est strictement positive Q-

presque-siirement :

Q(Z,>0) = ! Ellz,>02n] = %E[Zn] =1

mn
Sous Q, la population ne s’éteint donc jamais. En effet, si on regarde la loi de Z; sous Q, on trouve :

QU = k) = 1y 121,

car {Zy = k} est dans F;. D’ou :

k
QZy = k) = “2&,
m
On note P = ::5 %""5;C cette loi, appelée loi de reproduction biaisée. On a bien ]5(0) = 0; un

individu suivant cette loi est assuré d’avoir au moins un enfant. Le lemme suivant permet de mieux

comprendre ce que change concrétement la mesure Q & un arbre.

Lemme 2.2 ([Shil5]). Pour tous k,n € N, pour tous Ay, ..., Ay € Fp,

k k
QZ1 = k. Ty € Av, .. Ty € Ay) = Q(Z) = k)% S (o T Pay
i=1 J=1,j#i
On a a gauche la probabilité (sous Q) d’avoir k individus a la génération 1, puis que les k arbres
issus de ces individus ait un futur quelconque (sous Q). Et a droite, la probabilité d’avoir k individus
en suivant une loi de reproduction biaisée, et que, uniformément parmi ces enfants, un seul ait un futur
sous Q, 1a ou les autres auront un futur classique suivant un arbre de Galton-Watson.
Ceci permet de définir les arbres de Galton-Watson biaisés :
On part avec un individu (@), qui donne naissance a k enfants en suivant la loi biaisée. Un de ses
enfants, choisi uniformément, hérite de cette loi de reproduction biaisée, les autres quant & eux ont
pour loi de reproduction P. Et on recommence sur cette génération pour obtenir la génération 2, etc.
Ceci nous fournit des arbres qui ne s’éteignent jamais, car la loi biaisée ne vaut jamais 0. La lignée
des individus suivant la loi biaisée P se distingue naturellement des autres lignées, on dira que ces
individus sont marqués, et va nous permettre de mieux comprendre certains comportement d’arbres

de Galton-Watson classiques.

Démonstration. Soient Ay, ..., Ay € Fn. On pose B ={T) € A1} N...N{T} € Ax}. On a alors, comme
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FIGURE 6 — Un arbre biaisé, la lignée des individus marqués est notée en rouge.

Z1 et Ty, ..., Ty sont F,-mesurables :

Zn 1 Pk
Q(Z, =k,B) = E[T*Hl{zlzk}lB] = mTE[Zn+113|Z1 = k]

ZZ o Tilp|Zy = K|

i=1

ZEZ o Tilp|Zy = k.

i=1

n+1

- mn+l

Or, par indépendance des (T;)1<;< conditionnellement & Z; =k :

k k
Pk
Q(Z1=k,B) = L > EllmeaZaoTi|Zi=k [[ P(4))

i=1 J=Li#i

H P(A;), car la loi de T; sachant Z; = k est P,

anrl
J=1,j#1i

i=1
p 1 k k
i=1 j:L#i
U

L’intérét principal de 1’étude des arbres biaisés est que ces derniers permettent de comprendre

finement, dans le cas d’'un Galton-Watson sur-critique, quand 1’égalité suivante est vraie
{Yoo = 0} ={T" < +o0}.

En effet, le théoréme suivant ([Durl9][Théoréme 4.3.5, page 227]) nous permet de relier le comporte-
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ment limite de (Y},)nen sous Q au fait que Y, > 0 sous P.

Théoréme 2.1. Soit Yoo = limsupY,,. Pour tout A € F :

n——+o0o

Q(A) = E[Yoo1a] + Q(AN {Yoo = +o0}).

Démonstration. On introduit une nouvelle mesure T = @ sur 2. Pour tout n > 0, les probabilités

P, =Pz, et Q, = Q|£, sont absolument continues par rapport a T, = T|x,. On peut donc définir les
dérivées de Radon-Nikodym positives :

dP,,
W=,
dQn
Vo = —=.
dT,

Ce sont des F,-martingales. Tout d’abord, pour tout A € F,, :
Er(Wni1la] = Er,,[Wni1la] =Ep,,[14] = Ep, [1a] = Ex[W,14].

De méme pour V,,. Ainsi, en A = , on trouve que W, et V,, sont intégrables. Ce sont donc des

martingales. De plus, elles vérifient :
W, + V, = 2 T-presque slirement.

En effet, pour tout A € F,, :

P(4) +Q(4) _ Exlta(Wy + Vi)

Er[la] = =
Tl14] 2 2
D’ou : T
n + n
ET[lA(f —1)]=0.
En appliquant & A = {% —1>0} et a A°, on trouve :
Wo + Vi, W, +V,
1A(7 - ].) + 1AC(7 — 1) =0, T-ps.

2 2

Et donc W,, +V,, = 2 T-p.s. Comme elles sont positives, elles sont alors bornées, donc convergent T-p.s.
vers W et V respectivement, toutes deux intégrables. On montre désormais que W = % et V = %.
Comme F = 0(U,>o Fn): ot U,;5¢ Fn est un m-systéme, il suffit de le vérifier pour A € F,,. Or on a,
pour tout k >0 : - -

Q(A) = Ex[Vatrlal,

par la propriété de martingale. Par convergence dominée, on fait tendre k vers +oo pour obtenir :

Q(A) = Er[V1al.

25



De méme, W = %. On souhaiterait désormais pour conclure montrer que Yso = % Pour cela, on
pose B = {W > 0}. On a alors, pour tout A € F :

Q(4) = Ex[VLans] + Q(A N BY) = Eplyr- Tans] +Q(A N BY). ()

Or, Y, P % En effet, comme W,, = W, 1y, >0, W, est strictement positive P-p.s. Ainsi, pour
tout D € F,, :
v
Ep, [1DWn] =Er,[1pVa] =Eq,[1n].

n

. P—p.s. P—p.s. N .o Lo .
Donc on a bien % L5 dQy TESy par presque-siire unicité de la dérivée de Radon-Nikodym.

dP,,
Ainsi,
Va 2
Y, =" =— —1Pps.
n W, W, p-S
. Q—j.s. V., , . =, P—ipAs. .
Comme Q, < P, on a également Y,, =" . On en déduit que {Y, < 400} = = B. Mais sous P,

Yoo = Yoo, qui est finie presque strement. On trouve ainsi que P(B) = 1. L’équation 6 se réécrit :

Q(A) = Ep[Vaela] + Q(A N {Yio = +00}).

Ce résultat nous permet d’étudier deux cas distincts :

1. Yoo = 400 Q-presque stirement <= Y., = 0 P-presque stirement.

2. Yoo < 400 Q-presque slirement <> E[Ysx] = 1. Et dans ce cas, par la Proposition 1.9,
{Yoo =0} = {T < 400} P-presque sirement.
On est donc amené & étudier (Y,,),>0 sous Q, c’est-a-dire & étudier le comportement asymptotique

d’un arbre de Galton-Watson biaisé. C’est ’objet de la proposition suivante :

Proposition 2.4. La loi du processus (Z, —1)n>0 sous Q est la méme que celle d’un processus

de Galton-Watson avec immigration, pour la loi de reproduction P, et la loi d’immigration

Loio(Z; —1) =P —1.

Démonstration. On utilise encore une fois les fonctions génératrices. Nous allons montrer que pour
tout s € [0,1] :

Eqls? 7 Fu] = x g(s)7 . (7)

g'(s)

Pour tout A € F, : )

Znir—17 _
Eq[las™ ! }*E[W

Znt1—1
Zn+18 +1 1A]
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E[Znpas? N F )= Y E[( J] s7°") x Zyo Tus” "7 F

uU€zn VEZy ,VFU
= ) E[s?]7 ! xE[Z1s7 7
UEzZn

= Zn X Q(S)Z"_l X g/(5)>

car les translations (T}, )yc., sont i.i.d. conditionnellement & F,,, de loi P. Ainsi :

- Zn g'(s)
Eq[sZ+17'1,4] =E
ols Al =E[ =

X g(s)Z’fllA].

Comme la variable aléatoire % x g(s)?»~! est F,-mesurable, on a bien l'égalité 7. Dans cette
— (s
- m

génératrice (sous Q) de Z; — 1. La loi du processus (Z,, — 1),>0 sous Q est caractérisée par 1’égalité 7,

égalité, on reconnait le résultat de la Proposition 1.13, avec f(s) qui est exactement la fonction

ce qui conclut la preuve. O

Remarque. Avec la visualisation de la construction d’un arbre biaisé du Lemme 2.2, le nombre d’in-
dividu immigrants de la génération n + 1 d’un arbre de Galton-Watson biaisé correspond au nombre
d’enfants de 'individu marqué de la génération n. De plus, Z,, 11 — 1 correspond au nombre d’individu
de la n 4 1-iéme génération de I'arbre sans l'individu marqué. Dans la Figure 6, on a 2 immigrants a

la génération 1 et 1 a la génération 2.

On peut enfin démontrer le Théoréme 1.3.

Démonstration du Théoréme 1.3. On sait par le Théoréme 1.4 que, lorsque m €]1, +oo] :

Yo < 400 Q-presque sirement <= Eg[in, (Z; — 1)] < +oo0.
Ce qui est équivalent & mEqg[iny(Z1)] < +o00. Comme mEqg[iny(Z1)] = E[Z1lny(Z1)], on a :
Y, < 400 Q-presque strement <= E[Z;In(Z;)] < 4oo.
Or le Théoréme 2.1 implique que :

EYo] =1 — Yo < 400 Q-presque strement.

Donc 1. <= 2.. La Proposition 1.9 montre que 1. — 3.. Pour l'inclusion réciproque, on sait
alors que P(Ya, > 0) > 0. D’ou, par le Théoréme 2.1 Q(Ya, < +00) > 0. Donc, par le Théoréme 1.4,
Eq[lny(Z1 — 1)] < 4o0. O
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3 Processus de Crump-Mode-Jagers (CMJ)

Les processus CMJ sont une forme plus complexe des processus de Galton-Watson, mais sont plus
réalistes. Dans ce modé¢le, les individus donnent naissance au cours de leur vie & plusieurs enfants, a
des dates précises. Ceci change 1’échelle de temps, qui compte plutot les années que les générations,
car ces derniéres peuvent désormais se superposer. Nous allons suivre les notations de 'article [JS0§],
et, de la méme maniére que précédemment, nous expliciterons la construction d’arbres modélisant une

population qui suit ce processus.

3.1 Définitions

Les individus seront décrits par leurs ancétres (comme dans le cas des arbres de Galton-Watson),
mais également par leur descendance, c’est-a-dire les ages ot ils ont des enfants.

On définit C = Zﬁ% N"";7 I’ensemble des uplets croissants d’entiers. Il correspond & toutes les
possibilités de descendance pour un individu, disons lindividu initial. Un uplet (nq,...,n;) € C
correspond aux différents ages ou I'individu donne naissance a un enfant. Les entiers peuvent étre égaux,
et cela correspond & plusieurs enfants nés au méme instant. Par exemple, la descendance (2,5, 5,15)
correspond & un individu qui aura dans sa vie 4 enfants. Un lorsqu’il aura 2 ans, deux autres a 5 ans
et un dernier & 15 ans.

On se donne autant de copies de C' que d’individus possibles sur notre arbre. C’est-a-dire que pour

tout u € U, on pose C,, = C. Ceci nous permet de définir ’ensemble :
&= ] Cu=c"
ueU

Un élément w(, de QF est une suite de descendances, indicée par tous les individus possibles :

UJE« - (Cu)uELh

ol ¢, € Cy (avec la notation Cy = C).
On munit 'ensemble 27, de la tribu cylindrique associée aux tribus discrétes sur les C,,, ce qui nous
fournit un espace mesurable (Qf,, F5). Afin de probabiliser cet espace, on commence par introduire

une mesure de probabilité sur (C, P(C)). On se donne donc des réels :

Do, (pk(m, ey nk))kz1,1gn1§...gnk<+oo~

Dans notre modeéle, py représente la probabilité de ne pas avoir d’enfants, et px(n1, ..., ng) celle d’avoir &k
enfants, aux dates ny,...,nr € N*. On suppose que la somme de tous ces entiers fait 1, nous fournissant
une loi de probabilité Px sur (C,P(C)). On admet le résultat suivant :

Proposition 3.1. Il existe une mesure de probabilité Pf, sur (U, F¢) telle que pour tout n et pour

toute famille d’évenements (D, )1<k<n



Démonstration. Admise. O

On définit également sur cet espace certaines variables aléatoires. Pour tout ¢ = (nq,...,ng) € C :
1. N*(c) := k.
2. Pour tout 7 >1:

7(c) = { n; sii <k,

+o00 sinon.

Qui sont respectivement le nombre d’enfants d’un individu, et les différents ages ou cet individu des

enfants. Ceci permet d’introduire la date de naissance de l'individu u = (u1, ..., un) €U :

n

vwz' e QE : GZ(WE') = 7';1 (CQ)) + ZT;Z (C(uh...,uifl))'

=2

Gréace a la définition des variables 7%, on voit que 0 (w) = 400 lorsqu’un des ancétres de u n’apparait
pas dans larbre (c’est a dire lorsque u n’est pas né). On retrouve également les translations (T7°);enx.
Pour tout w} = (¢u)ueu, on définit T*(wd) = (civ)veu-

On définit alors les arbres de CMJ :

Définition 3.1. Pour tout w§ € QF, on pose :
Clwo) = {(u, cu),u € Go(wp)}-

Un arbre de CMJ est alors un élément de C(QF) = Q¢. On définit également F¢ la tribu
image de F¢ par C, et P¢ la mesure image de P¢, par C'.

(Q¢, Fe,Pe)

est ’espace probabilisé des arbres de CM.J.

%] 1 2
. . .
|I
\_ T(L.l} [(12) S
.
l ! .(J.,E,l:l
\ . :
1,1,1
LF\__ )
0 5 10 15 0 25

FIGURE 7 — Un exemple d’élément de 2¢. Les unités de temps verticales sont en rouge.
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Dans la Figure 7, on a donc 8 descendances :
(3,20),(3,10,19),19,6,0,0, 0, 0;
ou les descendances vides correspondent aux individus n’ayant pas eu d’enfants, c’est-a-dire :
2,(1,3),(1,2,1),(1,1,1).

3.2 Lien avec les arbres de Galton-Watson

Etant donné un arbre de CMJ, on peut se contenter de ne regarder que les générations. On obtient

alors un arbre de Galton-Watson.

Proposition 3.2. On définit la variable aléatoire surjective :

GC : (Q*Caféap*c) — (Qaj:a P)
W — {ueld,ol(wl) < +oo},

ot (2, F,P) est l’espace des arbres de Galton-Watson de loi de reproduction P = Loi(N*) (avec
P donnée par la Proposition 2.1). Alors la loi de G¢ est exactement la mesure P.

1,1} {1,1,1)
®
i 1.2} {1,2,1)
o (1,8}

FIGURE 8 — G¢(wg) pour wf de la Figure 7

Dans I'exemple de la Figure 7, Go(w§) = {0,1,2,(1,1), (1,2),(1,3),(1,1,1),(1,2,1)} est représenté
en Figure 8.

Démonstration. Premiérement, G¢ est surjective car pour tout arbre w € Q, on pose ¢, = (1,...,1) de
longueur N, (w); ce qui nous fournit wg = (¢y)uey qui vérifie Go(wE) = w.

Ensuite, on utilise 'unicité dans la Proposition 2.1. Nous allons montrer que la loi de G¢, étant une
mesure sur (£, F), donne & N la loi de N*; et rend les translations (7;)1<;<x 1.i.d. conditionnellement

a {N = k}. Le premier point découle directement de l'identité suivante :
N*=No Gc.
Quant au second, il s’obtient grace a cette seconde identité :

GeoT! =T;0G¢ sur N*fl(k)7
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car les (T} );en sont i.i.d. O

La difficulté de ’étude des arbres de CMJ n’est pas dans 1’étude de sa généalogie, au sens de I'étude
de ses générations, car on récupére déja tous les résultats connus sur les arbres de Galton-Watson,
grace & la Proposition 3.2. En particulier, on sait déja que le nombre d’individus de la génération n
est donné par un processus de Galton-Watson de loi de reproduction P. En revanche, les générations
se superposent, donc on peut imaginer qu’un individu de la génération 1 est encore vivant lorsqu’un
individu de la génération 10 nait (par exemple). Si on s’intéresse a ’évolution de la population année
aprés année, il ne suffit plus de regarder les générations. On souhaiterait par exemple connaitre le

nombre d’individus encore vivants a la date k, ou le nombre de naissances a la date k, ...

3.3 Etude asymptotique de certains CMJ

On commence par restreindre I’ensemble des processus étudiés, en rajoutant des hypothéses sur

certaines variables aléatoires. Pour cela, on introduit les (6;);en+, définies sur C' par :

0; = Lr—iy,

keN

qui correspond au nombre d’enfants que l'individu a eu a ’age i. On étudie dans la suite les processus
de CMJ dits « markoviens en age », c’est-a-dire qu’on suppose que les (6;);en+ sont indépendantes.
Cette hypothése ne restreint que la mesure de probabilité Pz. On suppose que pour tout i € N*|
E[0;] = u; < 4+00. On suppose également que les individus ont un age limite pour avoir des enfants,
que I'on note p € N*. C’est-a-dire qu’on impose 6; = 0 pour j > p. Ces simplifications permettent de

se ramener a des processus de Galton-Watson Multi-type, que nous allons introduire.

Les processus de Galton-Watson Multi-type sont des versions plus sophistiquées des processus de
Galton-Watson : on se donne p « types », référencés par des entiers. Ils peuvent correspondre & un
caractére génétique par exemple. A chaque individu on associe un type i € I = [0, p—1], et cet individu

donne naissance a un nombre aléatoire (qui dépend du type de 'individu) d’enfants de chaque type.

s a

Définition 3.2. Pour tout i € [0,p — 1], on se donne L) = ((szi:l(@))’ LS;;% e 7L7(;,£71)))n7k21
une famille de vecteurs i.i.d.. On suppose que les (L(i))ie[[O,p—l]] sont indépendants. On définit

le processus de Galton-Watson Multi-type Z, initialisé en z € NP par :

p—1 Zn‘j
Zo=2 ¥n20j€[0p—1, (Zar1);=Zurr;= > L&),
1=0 k=0

Ainsi, Z,, est un vecteur aléatoire, dont la j-iéme coordonnée correspond nombre d’individus
de type j nés a la génération n.

La loi de reproduction du processus est la donnée pour chaque ¢ € [0,p — 1] de la loi du vecteur
LG = (L&) [Gp-1)),
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Pour étudier les processus CMJ « markoviens en age », il est possible de se ramener aux processus
de Galton-Watson Multi-type.

Définition 3.3. On définit pour tout n € N, j € [0,p — 1] la variable aléatoire suivante sur QF :
Nyj=#{ueld, o, =n—j}
C’est le nombre d’enfant d’age j a la date n dans I’arbre.

L’idée est la suivante : on associe & chaque individu d’un arbre de CMJ un type, qui est son ége.

Proposition 3.3. Le processus (Ny)nen @ la loi d’un processus de Galton- Watson Multi-type,
indtialisé en (1,0,...,0) ; et ot pour tout i € [0,p — 2] la loi de L(») est :

P()(Hi:x()) 81 Tit1 = I,V‘]#O,Z%*l,l’] =0

0 stnon,

PIL®) = (2, ..., 2p_1)] = {

Eteni=p—1:

X Py(0; ==z sixy=..=x,-1=0
P[L(Zv-):(ajo,...,xp_l)]:{ o . o) ! sinonp !

J

C’est-a-dire qu’'un individu de type 7 fait 6; enfants de type 0, et 1 enfant de type ¢ + 1; sauf les
individus de type p—1 qui ne font que donner naissance a 6,,_; individus de type 0. On peut interpréter
I'individu de type ¢ + 1 comme une copie de l'individu de type 4, qui a survécu & I'année suivante,
et les individus de type 0 comme les enfants nés lorsque 'individu a ¢ 4+ 1 ans. Pour étudier les CMJ
« markoviens en age », on peut donc de maniére équivalente étudier les arbres de GW Multi-type, pour

la loi de reproduction donnée ci-dessus.

Démonstration. Admise. On peut cependant définir les variables aléatoires 6;(u), qui correspondent
au nombre d’enfants de I'individu u a I’age 7. L’hypothése « markoviens en 4ge »nous assure alors qu’a

1 fixé, ces variables sont i.i.d.; et en plus qu’elles sont indépendantes selon 7. Comme on trouve :

p—1
Nn+1,0 = Z Z 91'(“’)7

=0 uel,0,=n—1

et comme Ny ; = Ny j—1 lorsque j # 0, on devrait pouvoir retrouver les variables LS,’,?. O

On étudie maintenant le processus de Galton-Watson Multi-type associé & un CMJ « markovien
en age ». On suppose dans toute la suite que le processus de Galton-Watson Multi-type a pour loi de

reproduction celle présentée dans la Proposition 3.3.

On définit pour tout n € N la tribu F,, = o(Zy, Z1, ..., Z,). La suite (F,,)nen forme alors une

filtration. On définit également la matrice M suivante, qui est la matrice des espérances de la loi de
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reproduction,

Mo M1 M2 .. MUp—2  Hp—1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0
M =

0 0 0o .. 1 0

On suppose dans notre modéle qu’il existe ji, jo des entiers vérifiant :
1. pged(j1 +1,jo+1) =1
2. pj, et pj, sont tous les deux non-nuls.

De plus, on peut supposer, quitte & diminuer p, que u,_1 est non nul, assurant I'inversibilité de M.

e N\

Proposition 3.4. Pour toutn € N :
E[Zn+1|Fn) = M Z,,

ot E[Zn+1|]:n] = (E[Zn+1’0|]:n], 500 E[Zn+1’p,1|]:n]).

\. J

Démonstration. Par définition de la loi de notre Galton-Watson Multi-type, pour tout & > 0, Z, 1 1 =
Zn k-1, qui est F,, mesurable, donc on a I’égalité voulue pour toutes les coordonnées de Z,,;, sauf la

premiére. Lorsque £k =0, on a :

p—12Zn;
1,0
E[Zn+1,0|Fn] = Z Z E[L7(1+1),k‘]:n]'
i=0 k=0

Or, Lgﬂ i est indépendante de F,,, et identiquement distribuée selon %k et n. D’ot :

p—1
E[Zn+1,0Fn] = ZZn,i X .
=0

O

Cette relation est similaire au cas des arbres de Galton-Watson classiques, et elle nous permet

encore une fois de trouver une martingale :
Y,=M"T"Z,.
En effet, par linéarité de I’espérance conditionnelle, on a :
EM— Yz, | Fo) = M~ HYE(Z, 4| Fl = M Z, = Y.

Néanmoins, il n’y a & priori aucun raison que cette martingale soit positive, car les coefficients de

M ™™ peuvent étre négatifs. On n’a pas directement un résultat de convergence presque stire. On peut
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cependant déja calculer I'espérance de Z,,, au sens de I'espérance de chacune de ses coordonnées :
E[Z,| = M"Z,,

On est donc amené & étudier M™.

Théoréme 3.1. M admet une unique valeur propre p réelle positive. De plus, elle est mazimale

(c’est-a-dire que pour tout autre valeur propre X € C, || < p), et de multiplicité 1.

Par ailleurs, le vecteur ¢ = (1,p~ 1, ...7p_(p_1)) est un vecteur propre a droite pour p.

Démonstration. Soit x = (o, ..., Tp—1) un vecteur propre non-nul pour A une valeur propre. Alors il

vérifie :

p—1
Azg = E Hi T
1=0
)\.Tl = Xo

)\ZEQ =

AZTp_1 = Tp—2.

Ainsi, g # 0, et A vérifie :

ol Q(z) =z Zi;é prz¥. La donnée d'une solution zy de I’équation Q(z) = 1, nous fournit un vecteur

p—1 . 1 I 3
(17 205 -+ 20 ) qul est un vecteur propre pour la valeur propre P AAIHSI7 on a:

sp(M) E {zeC,Q(z) =1},

Q|r., est strictement croissante, vaut 0 en 0 et tend vers +0o en +oo. Ainsi, elle vaut 1 en une unique

1

valeur strictement positive (Théoréme des valeurs intermédiaires). On la note p~!, ce qui nous fournit

p 'unique valeur propre positive de M.

1

Montrons désormais qu’elle est maximale. C’est équivalent & montrer que p~ est la plus petite

solution (en module) de I'équation Q(z) = 1. Soit z une autre solution. Supposons par 1’absurde que

1

|z| < p~t, alors :

1=1Q(2)] < Q(lz]).

On distingue alors deux cas :

e Si 2| < p~ 1, alors par stricte croissance de Q|r, , on aurait 1 < Q(p~1') =1, ce qui est impossible.

1

e Si|z| = p7 1, alors z = p~ e, et donc :

Q=) = Q([2])-

Ainsi, par le cas d’égalité dans 'inégalité de Cauchy-Schwarz, les complexes (,ukp*(kﬂ)ew(kﬂ))oékép
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sont positivement colinéaires. Ils ont donc (dés qu’ils ne sont pas nuls) le méme argument, et en

particulier :
p—1 p—1
(Z uw“”“) U1+ — <Z Mkp(kJrl)) ¢ifl2t1) — 1
k=0 k=0
car ft;, et ji;, sont strictement positifs. D’ot :
0(j2 +1) =6(j1 +1) = 0[27].

Mais alors, €*? est une racine de I'unité d’ordre fini, qui divise j; + 1 et jo + 1. Il est donc plus petit

que leur pged, qui vaut 1. Ainsi, €?? est d’ordre 1, donc = 0 et z € R;.. On trouve que z = p~ L.

Il n’y a donc pas de racine complexe de module plus petit que p~!

; p est donc maximale.

Pour la multiplicité, on utilise la régle des signes de Descartes. Elle stipule que, pour un polynéme
réel, le nombre de racines positives (comptées avec leur multiplicité) est inférieur ou égal au nombre
de changements de signes dans les coefficients du polynome. Ici, le calcul du polynéme caractéristique

de M nous fournit la formule de récurrence :

— p—1
Xp—1 = —XXp-2 + (=) " pp-1.
Par récurrence, on a une seule alternance de signe dans x,—1, donc au plus une racine positive. O

Remarque. Ce résultat se retrouve aussi directement par le Théoréme de Perron-Frobenius.

Proposition 3.5. Il existe b un vecteur propre a gauche positif de M pour p, tel que :

M™ ~ p™c'b.

Démonstration. On note (p;)i_, les valeurs propres, avec py = p. On utilise la décomposition de Jordan
de M. Il existe donc A semblable & M, de la forme :

Jo
J1

Iy

ol Ji est une matrice carrée de taille ny, qui est la multiplicité de pi. De plus, Ji = pi.Ln, + Nk, oll
Nj, ne contient que des 0 sauf une surdiagonale de 1. Comme p est de multiplicité 1, on a Jy = p. On
note P la matrice des vecteurs propres & droite de M, en colonne; et P~! son inverse, de telle sorte
que :

M = PAP™.

Remarquons que :
teyP7IM = te AP = p(terPh).

35



Donc la premiére ligne de P~! est un vecteur propre a gauche de M associé & p, notons le b. Comme

n )

N

(Z) ko
0

I,,, commute avec INj on trouve pour tout n > p :

n P
I _ <pk) y
P p =

car, NZ = 0 pour tout j > ng, et p > ng. D’or :

n

J’Vl
Yk X an?,

pn

Pk
p

<

. Jr n—+400 .
pour une constante a > 0. Comme p est maximale, ”7’“ < 1, donc p’; —" 0. Ainsi :

MTL
— ~ PE; ;P! =
pn

Tout vecteur propre y & gauche de M pour A, ayant pour premiére coordonnée 1 vérifie, pour tout
k>1:

p—1
yr = AP Z i
Jj=k N

En particulier, tous les coefficients de b sont de méme signe. Comme P~'P = I,,_;, Zf:_ol bip~t=1,b

ne peut étre que positif.

Proposition 3.6. On a un équivalent simple pour l’espérance de Z, :

E[Zn] ~ by (Pn7 Pn_17 000n pn—(p—l)).

Démonstration. Par la Proposition 3.5, E[Z,] ~ p"c'bZy = b1 p™c, car 'bZy = b;. O

La croissance en moyenne d’'un CMJ « markovien en age »est exponentielle, comme dans le cas des
arbres de Galton-Watson classiques vus en premiére partie. Le taux de croissance est donné par p,
valeur propre dominante de la matrice de reproduction M. Comme précédemment, il est intéressant de
savoir quand est-ce que p > 1, =1, < 1; selon les coefficients (p;)o<i<p—1. C’est objet de la proposition

suivante :

e N\

Proposition 3.7. Soit m = Zf;ol ;. Alors on a la trichotomie suivante :

1. Sim > 1, alors p > 1.
2. Sim =1, alors p=1.

3. Sim < 1, alors p < 1.

\. J

Démonstration. D’aprés la preuve du Théoréme 3.1, on remarque que Q(1) = m. Ainsi, si m > 1 alors
p~l <1 car Qr,. est strictement croissante. De méme, si m = 1, alors 1 = m = p~ . L’argument est

identique lorsque m < 1. O
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Remarquons que m est la moyenne de la loi de reproduction pour ’arbre de Galton-Watson associé
a notre CMJ « markovien en age » (Proposition 3.2). On a donc montré que le fait que la taille moyenne
de la population explose ou non ne dépend pas de ’échelle de temps choisie (générations ou années) ;
ce qui semble assez intuitif.

Le nombre moyen d’individus de type 0 de la génération n du Galton-Watson Multi-type associé au
CMJ est le nombre moyen de naissances a la date n dans le CMJ. Par la Proposition 3.6, on sait qu’il
est multiplié par p d’'une année & ’autre. En revanche, le nombre moyen de naissance d’une génération

du CMJ a une autre est multiplié par m. Dans les deux cas, la croissance est exponentielle.

On souhaiterait désormais retrouver les résultats de convergence presque sire des Galton-Watson
classiques dans le cas des CMJ « markoviens en age ». Comme souligné précédemment, on ne peut pas
appliquer directement un théoréme de convergence presque siire de martingale 4 Y,, = M~"Z,, car on
n’est pas assuré de sa positivité. En revanche, un changement de base nous permet de nous ramener a
une martingale plus sympathique. On pose W,, = P~'Y,, = P"'M—"Z, = A""P~'Z,. Ainsi, P~ Z,
représente le vecteur Z,, dans les coordonnées de la base des vecteurs propres de M. C’est encore une
Fp-martingale par linéarité de ’espérance conditionnelle. Mais la suite de ses premiéres coordonnées

a le bon gott d’étre positive, car :
Wn,O = (A_nP_lzn)O = P_n < ba Zn >,

et b est positif. On sait alors (Théoréme de convergence presque-siire d’une martingale positive) qu’elle
converge presque slirement vers une limite . Néanmoins, on ne peut a priori rien dire sur les autres
coordonnées de W,,, bien qu’elles soient elles aussi des martingales.

Le théoréme suivant, issu de larticle [KLPP97], nous donne une convergence presque stre :

Théoréme 3.2.

"2 Wb,

Al

presque strement.

Démonstration. Admise. O

Il existe, comme dans le cas des arbres de Galton-Watson, un théoréme similaire au Théoréme 1.3.
La preuve présentée dans larticle [KLPP97| utilise les méme méthodes que celles utilisées ici pour
montrer le Théoréme 1.3; c’est-a-dire qu’on construit un espace d’arbres, sur lequel on effectue un
changement de mesure qui nous permet de nous ramener & un cas d’arbre avec immigration. Cette
approche de « décomposition épinale »s’adapte dans le cas des processus CMJ, pas nécessairement

« markoviens en age », et est décrite dans l'article [JS08].
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4 Annexe

4.1 Cas critique d’un processus de Galton-Watson

On sait déja dans ce cas que la population est vouée a disparaitre, donc P(Z,, > 0) =1—-P(Z,, =
0) =1- g,(0) — 0. Le théoréme suivant fournit des informations sur notamment la vitesse de cette

convergence.

Théoréme 4.1. Sim =1 et 0? < +00, alors :

1. nP(Z, > 0) = %.

E[Zn|Zn 2
9, ElZnlZa>0] _, o2
n 2

3. Loi(%|Z, > 0) — Exp(%).

\. J

Autrement dit, dans le cas critique, lorsque la loi de reproduction admet une variance, il y a en
2 . . . N ’ ’ . . -z 2 ~
moyenne %-n individu & la génération n, lorsque la population a survécu. Avant de montrer le théoréme,

on prouve un lemme :
Lemme 4.1 (Théoréme de Cesaro). Soit (ug)r>0 une suite de réels positifs qui converge vers 0. Alors :
N—

Z Uk N—)_—&-)oo 0.

k=0

—

1
N
converge vers 0 également.

Démonstration. Soit € > 0, comme (ux)r>o tend vers 0, il existe un rang ko, & partir duquel u; < §.

On a donc, pour tout N > kg :

N-—-1 k?o kO
1 1 N —ky—1e¢ 1 €
— up < — up + ——— = < — up + =.
N D uk < N £ F N 2°N D uk 2
k=0 k=0 k=0
Mais pour N assez grand, on a aussi, comme kg est indépendant de N, % ZUZO ur < 5. D’ou, pour

N assez grand, % Zf@v:_ol up < e. O
Démonstration du Théoréme 4.1. Remarquons d’abord que le point 2. découle du point 1. :

E[Z.|Z, > 0]  E[Z,1z,-0]

n - nP(Z, >0)

OI'7 E[anzn>0] = E[Zn] = 1, d’ou 2.

Pour le point 1., on remarque que :

nP(Zn > 0) = n(l — g (0)) = (i (1_;(0) - 1) 4 :L) o
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Ce qui nous permet d’exploiter le développement de Taylor suivant de g au voisinage de 1 :

_ )2 Ly _ 52
o) =90) - (1= )+ S5+ [ ESE 0 0ar

Or, ¢'(1) =m =1, ¢"(1) = 02, donc :

ol on a posé :

JRA2 @ mydt  gr(1) — g (s)
(1—s)2 - 2 '

0 <w(s):=

Donc en particulier, on a : w(s) 2210, et w est bornée sur [0, 1].

On a de plus, pour tout s € [0,1] :

T=g(s) T-s (I-gE)d-s) 1-02p

1 1 g(s) —s 072 + w(s) :
(- sls) 2

+ B(s),

o2
ot B(s) = —= EJM(S) . %2 vérifie aussi : B(s) 2230, et est bornée.
1-+52-02—(1—s)w(s)

Ainsi, on a pour tout n >0 :

1( 1 1 )_1“2:1 1 1
n\l—gny(s) 1-s n 1—grr1(s)  1—gi(s)

k=0

[N~}

g

% Blow(s))

Or, la suite de fonctions (gx)r>0 converge uniformément vers 1. En effet :

sup |1 —gr(s)| =1 — gx(0),
s€[0,1]

car gy est croissante et a valeur dans [0, 1]. Comme 1 est le seul point fixe, on a bien sup,¢jo 7/l —
k—+00 k—+00

gr(s)| "= 0. Ainsi, par continuité de 8, on sait que sup,c(o 1) |8(gx(s))| "= 0. Par le Lemme 4.1,
on a donc la convergence uniformément en s :

1 1 1 n—too o?
n\l—gny(s) 1-—s 2

En particulier, en s = 0, on prouve le point 1.

Pour le point 3., on pose pour tout ¢ € R :

Sp=¢€

3

Remarquons que cette suite tend vers 1 quand n tend vers Uinfini. Pour montrer la convergence de
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(Loi(%2|Z, > 0)),>1 On va utiliser la convergence en fonction caractéristique, et montrer que :

t n—too 2 Heo ¢ o2
Ele »“"|Z, >0 — / e e T ¥ dx.
0

o2
En effet : (50) (0) 1 (5n)
_t InSn) — gn — gn\Sn
Ele "Z"Z7L>O=—:1—7.
e > 0= T ) 1= 9a(0)

Et on remarque que cette derniére valeur est aussi égale & :

1‘nu§;m»(i@—;mm‘lj%>+nui%01'

1 _ 1 n——+oo 1
’ n(l—s,) ~ 4 —1% -
n te” n+o(1)
précédemment, on a que :

Or, comme t > 0 Et de plus, par la convergence uniforme prouvée

t n oo 2 2 1 -t 1 oo o2
E[e_WZ"|Zn > 0] 4)—+> 1— 0-7 (0 + ) = —5 = / e_txe_Txdx.
2 2 t 1+ %t 0
O
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