Un Théoréme de Perron-Frobenius
o 0

Le théoréme présenté est un joli résultat liant les matrices stochastiques et
les groupes, en passant par les valeurs propres et les nombres complexes de
module 1. Il existe différentes versions du théoréme de Perron-Frobenius, selon
les hypothéses sur la matrice.

On rappelle qu'une matrice A € M, (R) est stochastique lorsque ses lignes
sont des mesures de probabilités sur [1,n]. La notion d’irréductibilité est la
suivante.

Définition
Une matrice stochastique A est dite irréductible lorsque :

V(k,1) € [1,n],3Im € N*, A" (k,1) > 0.

O

En fait, si 'on représente le graphe associé & la matrice stochastique irréduc-
tible A ; on observe qu’il est connexe par arcs. C’est-a-dire, pour toute paire
de sommets (k, 1), il existe un chemin (de m sauts) menant k a I.

Théoréme

Soit A une matrice stochastique irréductible. Alors :
p(A)=1et o(P)NS Cc C*

est un sous-groupe fini des racines de 1’unité.

O
On montre le théoréme en 2 étapes :

®p(4) = 1.
(2 0(A) N S! est un sous-groupe de S'.

L

O

®p(4) = 1.

On remarque que 1 est valeur propre de A, de vecteur propre (1,...,1). De

plus, pour toute valeur propre A € C de A, de vecteur propre X € C”, on note

ko € [1,7n] I'indice tel que :

Xi,| = max | Xgl|.

| Xk | ke[[l,n]]\ |
C’est-a-dire tel que Xy, est de module maximal parmi les coordonnées de X.
Rien n’assure 'unicité d’un tel indice kg (en fait on verra dans la partie 2
qu’on est vraiment loin de 'unicité).
On a alors, par inégalité triangulaire :

[(AX )k, | <D AggalXa| < (Z Ako,l> | Xko| = [ Xko |- (1)
l l

Or, (AX)k, = AX}, car X est un vecteur propre. Comme |Xp,| # 0 (X est
un vecteur propre!), |A| < 1. On a bien montré que p(A) < 1.

(2) 0(A) N S! est un sous-groupe de S'.
L
O
On montre pour cela le lemme suivant.

Lemme

Soit A une matrice stochastique et A € o(A)NS!, de vecteur propre
X. Alors en notant Xy, une coordonnée de module maximal :

Vi e [[l,nﬂ,AkO,le = Ako,l)\Xko-

Preuve

. Comme |A| = 1, les inégalités (1) sont des égalités. Ainsi, par le

. cas d’égalité de I'inégalité triangulaire, la famille de complexes
(Aky1 X)) est R-positivement liée, c’est-a-dire qu'ils sont sur
une méme demi-droite dans C. Par décomposition polaire, il
existe 0 € R tel que :

Vi e Hl,nﬂ,Ako’le = Ako,l|Xl|8w.

(Si certains des complexes sont nuls, ’égalité est vraie quelque



soit #). De plus :
Vi € [[l,nﬂ,AkoﬂX” = Ako,l|Xk0|~

En effet, on sait déja que Ay, | Xi| < Agg.1| Xk, | pour tout I. Et
par l'absurde, s'il existe [ tel que Ag, ;| X;| > Ak,,1| Xk, |, alors
on aurait :

> AggalXi| < (Z Akml) | X ko,
l l

ce qui contredit (1).
En combinant ces deux égalités, on obtient, pour tout I,
Apo s X1 = Ak071|Xk0|eZG. De plus, en sommant, AXy, =
| X1, |€?. Ainsi, pour tout I,
|
|
! Ako,le = Ako,l~>\ng~

. 0

Soit A € 0(A) NS, de vecteur propre X. On utilise I'irréductibilité de A pour
montrer que toutes les coordonnées de X sont de méme module. On note | Xy, |
une coordonnée maximale. Pour tout [ € [1,n], il existe (par irréductibilité)
m > 1 tel que :

A™(ko, 1) > 0.

Or, A™ est stochastique, et \™ est valeur propre de A™, de vecteur propre
X. Le lemme appliqué & A™, X et X montre alors que :

m _ m m
AkOlel 7Ak0,l'>\ XkO’

et donc que X; = A" Xy, car AZ{‘]J > 0. Conclusion : toutes les coordonnées
de X sont de méme module, et donc toutes maximales! On conclut la dé-
monstration du théoréme en montrant que o(A)NS! est stable par produit et
par inverse (il contient 1 par la partie 1). Soient A, i deux valeurs propres de
A de module 1. On note X et Y des vecteurs propres respectifs. On montre
alors que Z := (X.Yk)re[1,n] est un vecteur propre pour A.u (on multiplie
bétement les coordonnées terme a terme!). Comme X et Y ont toutes leurs
coordonnées de méme module, Z n’est pas nul. De plus, pour k € [1,n] :

(AZ)e =Y A XiYr.
1

(3) Références.
L

Or, X}, est de module maximal donc par le lemme, Ay ; X; = AAy ; Xj. En
remplacant dans la somme on obtient :

(AZ), = A X, ZAk,lYl = ApuXpYr = AuZy
1

car Y est vecteur propre pour . Ainsi, \.u € o(A) NS!. Pour la stabilité par
passage & l'inverse, il suffit de remarquer que pour A € o(A) NS, A=t = )\
est toujours de module 1, et est toujours valeur propre de A car racine du
polynéme caractéristique (& coefficients réels!). Ceci achéve la preuve.
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